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1. はじめに
過去20数年来， 宇宙プラズマ現象， 及び核融合プラズマの研究によりプラズマの集団運動の物理過
程が， 次第に明らかにきれてきた。 特に， プラズマ中に起こるいろいろの不安定現象は， 系のもつ集
団励起と関係しており， 非線形波動及びノイズの聞の非線形相互作用， それらと粒子聞の相E作用に
よる複雑な非線形過程( collapse， self-focus， soliton， nonlinear Landau damping， echo等)を
通して， プラズマの巨視的性質に影響を与えることが認識されてきた。
一方， 近年， 天体物理学， その中でもX線天文学のめざましい発展により， 宇宙における多くのコ
ンパクトX線源が発見きれた。 これらのX線源のモデルのーっとして， B lack Hole (以下B.H.と略
記;現在で‘は質量が10→gの小さいものから， 1011Mø (太陽質量)までの超質量まで考えられている)
の様な強い重力場の中にかこまれた高温プラズマ中の電子制動輯射によるとするものがある。 最終的
には， 重力のエネルギーが， 何らかの機構によってX線に変換される。 いわゆる “Accretion" モデ
ltbは， 回転するB.H.と共に回転するプラズマの角運動量が粘性などによって失われ， プラズマが
次第にB.H.に落ちていく際に解放される重力エネルギーが熱エネルギーに変換きれ， X線が放射き
れると主張する。 この様なモデルを考える時， 強い重力場にさらされたプラズマの力学的ふるまいを
明らかにしていく必要がある。 B.H.の様な強い重力場にさらされたプラズマでは， 比較的弱い磁場
によるLorentz力が効き， プラズマの集団運動に複雑きと多様性を生じさせる。 B.H.以外の天体で
も， たとえば強磁場(B-I012G)をもっNeutron星の内外， 膨大な質量の銀河中心核付近のプラズ
マのふるまいを調べるためには，一般相対論を考慮、したプラズマの力学を研究する必要がある。 これ
までのプラズマの流体モデル近似としての電磁流体力学的扱いに， 一般相対論的形式を導入してプラ
ズマの巨視的ふるまいを調べる。 この様な分野を一般相対論的電磁流体力学 ( G eneral R elativistic 
M agnetohydrodynamies : G. R. M. と以下略記)と呼ぶ。
これまでG.R.M.の分野では， 基礎方程式とそれから導ぴかれる保存則に関連した仕事， B.H.近
傍のプラズマに関しての仕事， 少しG.R.M.と異なるが， B.H.近傍での荷電粒子の軌道についての
仕事がある。 以下では， まずG.R.M.の基礎方程式を導出する。 次に， G.R.M. の特別な場合として
の特殊相対論的な場合(S.R.M)の基礎方程式が導出きれる。 これを用いて， 電子一陽電子プラズマ
中での代表的な波動現象が調べられる。 静的な磁場に平行伝播する ， たて波(プラズマ波)と横波(
Alfven波と電磁波)の分散式が求められる。
2. G.R.M.の基礎方程式
我々は， 強い重カ場の中のプラズマの力学的ふるまいを考察するための基礎方程式系をまず準備す
る。 重力場と荷電粒子系の作る self-consistentな電磁場内でのプラズマの巨視的な運動を記述する
方程式系を作ることを当面の目的とするので， 特に電磁場と粒子の微視的な相互作用はここでは問題
にしない。 即ち， 通常の非相対論的プラズマに対してのプラズマを連続体媒質とみなす磁気流体力学
的モデル(又はプラズマの二流体モデル)の一般相対論への拡張を考える。
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重力場と， その源となる物質及び， 荷電粒子系から成る物質の作る電磁場の共存系を記述する基礎
方程式系は， 物質場を含むEinstein方程式， Maxwell方程式， 物質の連続の方程式及び物質の状態
方程式よりなる。 以下， これらの基礎方程式を順番に考察する。
まず， 強い重力場の源となる物質とプラズマの共存系での時空及び， 物質の運動を決定する次の
Einstein方程式を考える・
Tβサβ=0 (2-1) 
+」酢又
fill〈IB--
8rrG R.， - "2 g.， Rニ ヲ.� T.β ( 2-1) ， 
ここで， yaß はプラズマと物質のエネルギー・運動量テンソルTβ1m)と電磁場のエネルキ: ・ー運動量
テンソ/レT州問)の手口からなる。 !!Pち，
T'ß = T'ßlm) 十T剤師 ，
( ι(p+ε) u' u' + p g 
十)ニ ヰ (F"'F: - � F，m F
γ
) 
， 
(2-2) 
(2-3) 
(2-4) 
ここでg.，は計量テンソル(-ds'ニg.， dx' d x ') ， R.， はRicciテンソ/レ， RニgaaRa
，ニgatg'
m 
R.ßlm �ま， スカラー曲率， G=6.67X 1O-8cm' g-lsec-Zは万有引力定数， α=8rrG /c' =2.07X 10岨
sec'/cm' g， pは物質及びプラズマの圧力， êは物質及びプラズマのエネルギー密度で， ε/♂は質
量宮、度， ぷは， 物質及びプラズマの4元速度である。 電磁場テンソルF.，は， 次式で与えられる;
aA， aA. F.， = Aβ，α -A. ;ß 二 一一7一 一
一下
p;" • '. p ax" ai ( 2-5) 
Tβ，βは， 反変テンソルT'ßに対してのβに関しての反変微分を示し， Aβ1αは， 共変ベクトルA， に
対してのαに関しての共変微分を示す。 曲った時空での平行移動の概念， 及びそれを用いての共変微
分， 反変微分などの定義， それらに関連した公式は， 付録(A)を参照。 又， 曲率テンソル及びそれに
関連した性質は， 付録(B )にまとめであり， これら全般に対しては， L. Landau & E. Lifshitz に
よる場の古典論が参考文献として適当である。
重力場の源としての物質のエネルギー・運動量テンソルは， 含まれるすべての物質を考える必要が
あるが， 我々は当面B.H.の様な膨大な質量をもっ物質のまわりの比較的低宮、度のプラズマを考察す
る。 従ってB.H.の近傍の時空は， B.H.自身によって決められプラズマからのその曲った時空への
影響は無視される。 即ち， 与えられた背景時空でのプラズマのふるまいを問題にするわけであるから，
物質のエネルギー・運動量テンソルT'ßlm)の中にはプラズ、マだけの寄与を考える。
これまで， 静的球対称解であるSchwarzschild時空， 帯電したReissner時空， 漸近的に一様磁
場も存在するErnst時空， 回転する定常解のKerr時空， 及ぴその拡張されたTomimatsu & Sato 
時空などが， Einstein方程式又は， Einstein-Maxwell 連立方程式の厳密解として求められている。
我々は， この様な曲った時空内におカ通れたプラズマの力学的性質を調べる。
次に， 曲った時空での電磁現象を記述する Maxwell方程式を考える。
!
aR W 3F 十一ーをー十 �; :' - 0 
ax' ax' ai ( 2-6) 
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(­
Fh fEz 
又は，
三7三金(日寸二千j
ここで4元電流密度/は， 次式で与えられる;
.， ρc dx' } -
7三7
2子・
ここで， gは計量テンソルg吋の行列式の値で， ρは電荷密度である。
( 2-7) 
(2-8) 
( 2-9) 
Maxwell方程式では， 曲った時空の効果は， (2-7)式又は(2-8)式においてJ二五ーを通して入っ
ており， もし平坦な時空であればF子=1となる。 ちなみにSchwarzshild時空ではJ二面=〆×
sin B， Ernst時空では，/二子=(1十よB' r' sin B)' r' sin B などである。4 
次に物質の連続の式は， ηを物質の固有数密度とすると，
ドイ):o (2-10) 
l戸7長， (戸子n ぷ) = 0 (2-11 ) 
と表わされる。
更に方程式系を閉じきせるために物質の圧力ρと富、度nの関係を与える状態方程式が必要で、ある。
たとえば， 断熱変化を行う気体と考えたときには，
ρ- const. nr ， (2-12) 
となり， rは， 物質の比熱比である。
以上(2-1)， (2-6)， (2-7)， (2-10)， (2-12)式が， G.R. M.の基礎方程式系である。(2-1)には，
運動方程式と， エネルギ一保存則が含まれている。
3. S.R.M.の基礎方程式
この節では， G. R. M.の特別な場合としてのS.R. M. (Special-Relativistic Magnetohydrodyna­
mics)の基礎方程式系を導出する。 等価原理によれば， 時空の一点， 又は近似的にはその点の近傍で
重力を消す様な座標系を設定することが可能で、' その様な座標系は， 局所慣性系と呼ばれている。 こ
の局所慣性系において成立するG.R.M.の基礎方程式をS.R.M.の本礎方私l式系と呼ぶ。 前節でi皐ひ
かれたG.R.M.の基礎方科式系をS.R.M.のん干Y式系にするには， gaþをり吋におきかえ， 共変微分は，
普通の微分におきかえればよい。
まずEinstein 方程式(2-1) 式に対応する式は次式で与えられる。
ここでや
"a 
k (T'k( m) + rk( em)) = 0， αz 
( T'k( m) = ( p +ε) UiUk + pη
zk ， 
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1 rk(em) =オ[pl F;
シJ ( 3-3) 
ここで， りikは， i=kニOで 1， iニk手0で1 ， i手kでOの{直をとる。
(3-3)式を用いて， (3-1) 式の第2項を計算すれば
åTik(em) 
åxk ( 3-4) 子F il わ ，
。T出em)
五子
二五:.- [ (ρ+ E:)ui u'十ρ♂]=7FZZ Jr， 
となるから，
(3-5) 
となる。
ここで4元速度ぷ(α=1. 2. 3) は
c M 
α 
u 
(3-6) u は
(3-7) 
これらを用いて次の様になる。
; (k手0のとき)十p ò，. 
で与えられるのではー2) 式は，
ト(fJZ
(3-8) ( iニ1，2，3のとき)
叫 一 2 刊
日f一
l
制ia
( 3-9) T，�，) = �+ E O 
(1手) � 
T吋 Tapを用いた。
次のエネルギ一保存則が得られる。
ここで， Toa Tぺ T岨二T凹，
従って(3-5)式のzニO成分より， (Xo = ctを用いた )
1 � T""(m)十 」了T"'(m) + ----J-， T"(m) + ----J-， y"3(m) = _]_， F"' 7 
c åt • åx' • åx' • åxo • C J 
次式をえる。上式を(3-8)，(3-9)式を用いて書きなおすと，
(3-10) 
(3-11 ) 
(3-12) 
z i i f (ρ十 ε) f 出v 1 Ý (p十品十百I=O
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次の運動方程式がえられる。
y' I \ (足 → \ av ，  1 L.，-(p+ε ) (去十V・マ)Vi=-�+�F"ic \ m Iα'X， C 
[ま1/(ρ+t:) 1十d州，(ρ+ t:) VI] ， 
次に(3-5)式のz手Oの成分を考えると，
( 3-13) 
(3-13) 式の右辺の最後の項を(3-10)式を用いて変形すると
(五 十 子マ ) v=ーマρ+ρE+ 子 ×亘ーよ (ま+Ê'Y) (3-14) 子(p +ε)
1�0l. 1 ..; � " → 7→ → ここで F" j，二 二FOl j， +�l: F" j， =ρE+二JXBを用いた。c 1-;;-1 
S.R.M.の場合には電 場E， 磁場Bを用いると
となる。
Maxwell方程式は，
→ 1 aB E+ 一一一= 0 c at 
次に，
(3-15) 
→ d骨→ 1 aE B= �J + ー←ーc v c at 
rot 
( 3-16) 
(3-17) 
(3-18) 
rot 
ρ 7 dAT
ハυ
一 一→E
→B vv 
司d，d
で与えられる。
次に連続の式は， (2-10)式に対応するものとして，
(3-19) 
で与えられる。 又， 状態方程式は， G.R.M.と同様で， たとえば断熱変化を行う気体と考えれば(2-
12)式となる。 以上， (3-10)， (3-14)， (3-15) - (3-18)， (3-19)， (2-12)式が， S.R. M.の基礎
方程式である。 ここでは， プラズマを一流体として考えたが， 2流体モデルとして扱うとすれば， 各
成分(その成分をsとする)に対して， 九二(1-V;/c')-+，εs， Vs， ps， q sとして， それぞれの
成分に対して連続の式・運動方程式， エネルギーの式， 状態方程式を考えればよい。 その時， 電流密
度J=Yiq，η， V， 十九q， n， V， 荷電密度ρ=y，q，ηa十γe q e neなどとすればよい。
S.R.M. の基礎方程式系をまとめると， 以下の様になる。
，叫 →
二こ(ηγ)+ div (ηyV) = 0， at 
(3-20) 
(Ê+子×豆)一手(y， q s n， Ê. Vs +令)
A → 
孟(九九)
+ div (Ys叫に) = 0， 
"v ， ，.. → 、 →与(p，+cJ (一三+Vs・マ) Vs=ーマps十九qs ns c. ， rs - " \ at .  . / 
(3-21) 
(3-22) 
(3-23) 
争ーまlr;(Ps 十εJI-divly;(ps+εJ立i十山s E' Vs = 0， 
→ 47r → → 1 aE B=一一一(y，q，η， V， + y， q， n， VJ + at 
divE =47r(y，q，札+y， q， η，)
rot 
(3-24) 
(3-25) 
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idiv B二O
p， = const. r， ηs 
ここで， v， <: c， p，くC2の非相対論的極限を考えると，
非相対論的プラズマの2流体方程式系となる。
y，→1， 
4. 電子一陽電子プラズマ中の波動
(3-26) 
(3ー27)
é:，/ c'→ρsとおくと， 通常の
強い磁場(10'-" G) をもち， 回転すると考えられる中性子星の大気では， 強い電磁波による電子一
陽電子プラズマが作られる可能性がある。又， 最近では， 実験室でも強い相対論的電子ビームを用い
て， 電子一陽電子プラズマが作られている。その電子一陽電子プラズマでは， 電子， 陽電子が超相対
論的エネルギー(ε:> mc')をもち， 5< c/mc' < 10'で密度が10' -10" cm-'の様な状態が考えられる。
る。この様な超相対論的プラズマで、の波動現象を， 前節で導びいたS.R.M.の基礎方程式を用いて解
析する。ここでは， 一様な外部磁場B。がx軸方向にあり， 磁場に平行伝播する波動のみを考察する。
一様な密度η08 ，圧力pso ， 磁場 B。乙のまわりの摂動を考えて基礎方程式を線形化すると， 次式がえ
られる。
ここで〉
/ c'で，
み1， 3V，" 
3t 九o 3x o ， 
(Ë 
+
子×瓦)
→ d ← → → 1  3 E rot B = 包(に VJ十一一一一
3V. ρ � . ， ニー マρ"
+ q，九。t
c ， .  p • " c 3t 
rot → 1 3B E十 一 �一二c dt o ， 
div E = 47Te (np一丸)
div B = 0 ， 
psニ const.ηJ\
( 4-1) 
(4-2) 
(4-3) 
(4-4) 
(4-5 ) 
(4-6) 
(4-7) 
npo二n" η。とした。添字p， eはそれぞれ陽電子， 電子を表わすo 又' ρP，o= (p払s同0十Eιs剖o
もし超相対論的フブ。ラズマてで山あれば， Pso::> [50としてん。=ρ50 / C 2となる。
4-1 電子一陽電子プラズマ中の静電波
ここでは， 電子 陽電子プラス、マ中の静電波(rot E = 0)を考える。(4-1)式と(4-2)式のx成分
と(4-5)式より， 静電波を記述する次の基礎方程式がえられる。
ここで\
。元， 3V，" ハ
θt ηo ax υ  
βELi= o n t-2ι 3t � 
3E ーす 三 二47Te(ñp 
_ ñJ 
αx 
(4-8) 
(4-9) 
(4-10) 
圧力 psは， プラズマを理想気体と考え， 有効な温度工を導入するとp，二九T，
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各物理量をフーリエ展開すると， 上式より次式がえられる。
TT eη。ωEIVPI- <(k'n。丸一ρρω')
σ_ en。ωEIV，，- < (k' n. Te-ρe w' ) 
ここで， k'n. Tpヲとんω" k'n. Te千ρed.
弘二JknoVJ
αJ 
“ ~  
ne ==ニη。V日
w 
これらの関係式を用いて， (4-10)式から次の分散式が導出される。
(4-11) 
(4-12) 
(4・13)
(4・14)
(4-15) 
14 d-((山)+ iρ 円 T) ν ) ω十k'nn ( T，刊)+叫 = 0， 477noe 477η. E o P 477E 
(4-16) 
ここで， 電子一陽電子プラズマを考え， 乙=T，=Tとすると上式より次のプラズマ波に対する分散
式がえられる。
ω， - 企豆i_ (2 + . T ， k'トρ \  471'η。e / ( 4-17) 
この分散式を満す波動は， 電子と陽電子が互いに逆方向に振動するモードで， 非相対論的電子一イオ
ンプラズマ中でのプラズマ波に対応するものである。 非相対論的電子一イオンプラズマ中では存在可
能なイオン音波は， 九= Teのときには， 存在しえない。 何故ならば， 電子一陽電子の質量が同じで
あるため， 同じ位相で運動する電子， 陽電子間に荷電分離が生じないためである。 従って， 非相対論
的電子ーイオンプラズマ中で、みられる， イオン音波とのパラメトリック相互作用を通しての電子ブラ
ズ、マ波の非線形現象で、ある 、collapse" は， 電子 陽電子プラズマでは起らない。
4-2 電子一陽電子プラズマ中の磁場に平行伝婚する横波
ここでは， 磁場に平行伝播する横波を考えると基礎方程式は， 次のようになる。
av.y _ (;0; I B. - \ ρ.. � át = q. n. � Ey + τV.z) ， 
avo. (二 R _ \ ρ8.Tt = q， n. \ι-τ f 
aBz _ 4骨n明 ;r ;r \ 1 aEy - --- = 一一二� ( VÞY - Vey)十一C \ • • ' C at 
aR 471'enn ' ;; 一 1 aEz --ι=一 . ( VÞz -V，J +一一一dx c \ . p • eZl C θt 
aEz J_ _l_ aBι-n 
ax ' c at � 
aE. I 1 aBz ー ハ一 一 一 一
ax c at � ， 
(4岨18)
(4-19) 
(4・20)
(4-21) 
(4-22) 
(4-23) 
(4-22)， (4-23)式を用いて， ι， Ezを消去すると(4-18) - (4-21)式は， 次の様にまとめられる。
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ρIp a;t， 0， 空JLa， o， o，fkdc c 
β判 t50 'Î f\ eno 0，ρf' a:t， 0， 1::'/"0 LJO 3x， 0， � 3t c c 
1980 
Vpy 
V" 
竺B，ι， o，dt， o， TLa， o |lhz 
0， 一旦oBo ()x， 0，ρeえ，fha， o | |F口c c 
竺� ()x， 一行� ()x> 0 ， 0 ， 0 ， () ; � 予 I I Êy 
0， 0， 竺旦ι，企� ()x> () ; � ()� 0 I I Ê， c c 
二0， (4-24) 
上式より電子一陽電子プラズマ(ん= ρ�ρ， Tþ = T，) に対して， 分散式を求めると
(ω， k' c' ) (ω2一ω;) 14ω;ω， �(ω2 ω;)(ω'�k' c')f�4ω;ω4二0， (4-25) 
となる。ここでω;二47Tn;ぷ/ρ。 ，ωc eno B，/ρ。cである。上式は，屈折率九二kc/ωを導入する
と次の様に変形きれる。
'= 
(与) "=1 ιEtγ ， (4-26) 
ここで， (4-26)式の右辺の第1項は， 変位電流の効果を示す。(4-26)式で表わきれる分散式には，
低周波のAlfven波(ω<ωolと， 高周波の電磁波(ω> (2w;十ω;) y， ) が含まれる。特に， 波数
kの小きい領域では，Alfven波の分散式は次式で与えられる。
r .  k'ω; V� ì ω= k VA 1 一一一ァマー- } ， l 白)c C ) 
ここで" Alfven波の低周波領域での特徴的伝播速度VAは
VA=c(1+2ω;/ω;) � 
( 4-27) 
(4-28) 
で与えられる。(4-28)式の分母の根号内の第1項の1は変位電流の効果で，2w;/ω:ニ47T•ρc' / B; 
であるから， 強磁場になって2叫/ωc三lとなると， 変位電流の効果を無視することが出来ない。
一方， 電磁波は，ω二イ2w了宇Z了でcut-offがあり，kの小さい所では
，:， w. c ω ニ2ωの十ω: +一三T1一一了þ 
， � c ' 2ωρ十ωc (4-29) 
となる分散式をもっ。
非相対論的電子ーイオンプラズマ中では， 右廻り円偏波(R-mode)と左廻り円偏波(L-mode) が，
異なった分散関係をもって伝播可能で、あったが， 電子 陽電子プラズマで、は，両モードの分散式は全
く同じになる。この様fを調べるため， 次の様な物理量を導入して，(4-24)式に含まれるR-mode
とL-modeを分離する。
V"二V: :J:: i V; 
B土こBy土i B， 
(4-30) 
(4-31) 
ここで十， はそれぞれR-mode，L-modeに対応する。(4-24)式よりR-mode に対応する式とし
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て次式が得られる0
a:， V: + i ωc Òx V: - i eno Ò， B+ = 0， 
ρc 
(4-32) 
a:， v_，: - iωc Òx V: + i eno Ò， B+二0，
ρc 
(4-33) 
竺主竺�òx ( V:- V:) - i(ò;-ò，'/c') B+ = 0， C (4-34) 
一方， L-modeに対しては， 次式が得られる0
ò;， V� - i ωc òx V� + i�笠� ò，Bーニ0，
ρc 
(4-35) 
ò;， v-'十zωcòx V-' - i�竺� Ò， B-ニ0，
ρc 
(4-36) 
竺主竺�òx ( V� - V-' ) + i ( ò; -ò，' /c') B-= O. C (4-37) 
R-modeに対しては( 4-32)， (4-33)， (4-34)式から， L-modeに対しては(4-35)， (4-36)， 
(4-37) 式から， それぞれ(4-26)式で与えられる同ーの分散式が導出される。 R-mode及ぴL-mode
に対して， それぞれ速度と磁場の聞には， 次式で与えられる関係があり， 各モードの運動状態は異な
っている。
L-mode : 
V:= �η。ω B+ . V / = - ，1 eη。ω B+， (4-38) k(ω一ωJρC LJ ， V+ - k(ω+ωJρc 
V� = - �η 。 ω B-， V-' 二 eη。ω B- . (4-39) k(ω+ωc)ρC 
LJ  ' k(ω一ωJρc
R-mode : 
5. 結 論
この論文では， 一般相対論的電磁流体方程式の導出を行い， それらを用いて特殊相対論的な場合で
のプラズ、マの二流体方程式を導出した。 これらの方程式に基づき， 強磁場をもっ中性子星などの磁気
圏などで問題となる電子一陽電子プラズマ中の磁場に平行伝播するプラズマ波。Alfven波， 電磁波の
分散式を調べた。 非相対論的電子一一イオンプラズマ中の波動とのちがいは， 静電波に対しては， Tp= 
T，ならばイオン音波が存在しえないこと， 横波に対しては， R-modeとL-mode の分散式が一致す
ること， 更にAlfven波に対しては， 分散効果が異なることが示された。 イオンー電子プラズ、マ中の
非線形Alfven波は， 境界条件のちがいによってDeriv ative Nonlinear Schrödinger 方程式， 及
びMixed Nonlinear Schr剖ingej 7)方程式で記述されることが知られてしみるが， 電子一陽電子プラ
ズマ中では， 分散が異なるので， 今後非線形Alfveni皮の解析が必要で、ある。
付録(A) 平行移動の概念， ga/Jとr:λの関係， 共変微分及びそれらに関連した公式:
(A - 1 ) 共変ベクトルの平行移動;
共変ベクトルAは， A， =(òx"/òxi)A�によって変換されるから， その微分dAiは
( ax" 、 éJx，k 1 .4 ' A.' a2 X'k dA， 二dト?A;l= -7dAJ+A 一一十 dx' ， (A-l) \ òx' "'. / 侃 k axi òx' 
となって， (A-l)式の右辺の第2項が， 零でない限りdA はベクトルの変換則に従わない。 そこで
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一般座標変換においても共変ベクトルの微分係数が，テンソルになる様に以下でベクトルの平行移動
の定義 を行う。
今，共変ベクトルAμ(x)を点xから点x十dxまで平行移動したもの を，仮にAμ(x+dx)"と書く
じ 直交座標系ではAμ(x+dx)"=Aμ( x) である。一般座標系では，これは成立しないが，直交座
標系に移行したとき守前式になる様に付加項 を導入して，共変ベクトルAμ(x)の平行移動したもの，
Aμ(x+dx) "を次の様に定義する。
Aμ(x+dx) "三Aμ(x)十r'" ，(x) dx レA，(x) ， (A-Z) 
ここでr�，(x)は接続係数と呼ばれる。この接続係数r�ν(x)に課せられる条件はAμ(x+dx)"が点x
十dx で同じく共変ベクトルであるという要請から導びカミれる。即ち
A'"(x' + dx' )" =昨;; ) A， (x+ dx) " 二j (生:)+」)L df l 1 侃 J X+dX .i � lI \ ....v 1 .......， ...... / 11 l \ éJx'μ} I ' åx'μåx'ρ l  
xjAν(x) + r'， (x)dx'Aλ(x) I ， ( A-3) 
ここで dxの一次まで考え，Aν(x)， dx' が，それぞれ共変，反変ベクトルの変換則に従うことを用い，
又，定義式; A'/l(X'十 dx')" = A'"( x') + rゴ(x') dx' レA; (x')を用いて，上式の両辺 を比較すると
åx" åx' åx' � a ， åx'λ å 'x σ r�:(x' )ニ r:， (x) + v:" "
v
，"
Jv
" ， ， (A-4) åx a åx' " åx'レ β， ， � ， åx" åx'μåxレ
となる。従って接続係数は，右辺の第2項のため混合テンソルでない。
次に，接続係数r'" ν に対して，次の対称性を課す;
「午= r�ν μ ( A-5) 
これは，一点xでr�"(x) のすべての成分が零になる座標系(測地系 ) を選ぶことが出来ることを意
味する。更に，共変ベクトルの平行移動の際に，共変ベクトルの大きさが不変であるという次の要請
を行う;
gμν (x+dx) Aμ(x十dx)"A Jx+dx)"ニg山(x)Aμ(x) Aν(x). (A-6) 
( A-5lと( A-6l の2つの要請を仮定すると，元来独立な概念であった計量テンソルg μν(x)と接続係
数r�，(ェ)の聞に一意的な関係が導びかれる。この要請を満す空間はRiemann空間と呼ばれて いる。
実際 ( A-5lと( A-6l の要請より，次の関係式が導びかれる。
r:p二円σ「 t r(ghα+g..βー伽)
ここで g.ßσ三17gaβなどである。特にrL-l 何 弘ι = "å a (lηFg) = 2 g åx' = åx 
(A-7) 
(A-8) 
以下，共変ベクトルと同様に反変ベクトル，共変ベクトル，反変テンソル，混合テンソルの平行移
動が定義される。
Cμ(x+dx) u主Cμ(x) - r:， (x) dx ν Cσ(x) ， (A-9) 
C"Jx+dx) u三C帥(x) + [ C同r:λ十Cσνr:λJ dx' ， (A-lO) 
Cρ(x+dx) u三Cμレ (x) - [ CμσFム十C"'r二] dx' (A-l1) 
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T�(x+dx)l1芸T�(x)一[ r�p dxρT: - r�p dxρT�J ， (A-12) 
( A-2) 共変微分など;
(A-l)で導入された平行移動の概念を用いて， まず共変微分 Aμ山を次の様に定義する;
A絹ν三lim
dx-+ 
Aμ(x+dx)- Aμ(x十dX)l1
dェ砂
ここで， 共変ベクトルの平行移動の定義式(A-2)を用いると， 次式をえる。
以下同様に
A.." aA v == �子- ruνA， 
α'x 匂
aAμ AU=ゴ長了+rむA
aT T#v;λ=ずι一(T""t:+T 仰 r:λ)
θTμν T#v;λ二五記γ+(T'回r;， + T四r;， ) 
ar-μ T�;λニzt-F叫刀+rニT7.
となる。これらを用いて， よく用いられる公式を以下にまとめておく。
gμνは共変微分に対して定数としてふるまれ即ち，
gμ川=0， 
A勺=(gμv A.) 'À = 9μνA川，
Aμ= (g凶AV) ;λ=gμνAV;λ 
スカラー関数併に対して
札= 器 ， arþ rþ" = 9五「
θ2 rþ 刊2ιゆ;i;k==�φ;i- r抽ゆ;a- 一寸�一一 F L ax- ax' � ，. ax 
66s=
メ7
ま
(1士子g品
者
)
， 
反変ベクトルの発散は，
(A-13) 
(A-14) 
(A-15) 
(A-16) 
(A-17) 
(A・18)
(A-19) 
(A-20) 
(A-21) 
(A-22) 
(A-23) 
(A-24) 
aA' 
， �
' .' aA' .' a . r-- 1 θ ー =τ� + r:，A' =ーァ+A'ーァ仇J二子 7'一一?でで(1二9 A') ， dx -- dx -
-
.
 
�
 ';-0 
反対称テンソルA帥の発散は，
A九 =誓: +山耐+山掴=Aァ 」「 (F子A抽)、(-g 叫ん
対称テンソルA帥の混合テンソルA:の発散に対して，
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A = A;k = H7￡一(日A; )ー す ま十 Aht ， 
aA， aA Ai;k - Ak; i 二 一ームーー� �l� (..・r:，= r:.) ax' ax 
(A-27) 
(A-28) 
付録(B) 曲率テンソルとそれに関連した性質:
普通の微分では， 関数j( x， y )が特異点をもt::.なければ 2工_ a
'j であるが， 共変微分では一般_ . ... . ， . � . �  axay ayax 
には微分の順序の交換が成立しない;
R:"νAρ三(A\J山一(A勺);ν手O
( B-1) 
前節の(A-15)式， (A-15)式を用いると
( A入山);μ二(aμr�， + r;" r;J Aρ十 (μ， J)について対称、な項) ， (B-2) 
となり， これを用いて(B-1 )式は次の様に変形される;
RムAρ三(a" r�， - aνr�" + r;" r;， - r;， r;J N ， ( B-3) 
ここで， Rムν として次 式を定義する;
R�μν三3μr:， - aνr:" + r:" r二- r:� r:!L ， ( B-4) 
これは， Riemann-Christoffelの曲率テンソルと呼ばれる。 これについての重要な性質が以下にまと
められる。
R�μν= - R�νμ ， (B-5) 
K. + R:. .十 R:削 = 0 ， (B-6) 
Lm ZOn Rn = 41旦ι+ 4弘 斗入 主白下}iI' "k'. 2 \ ax k ax' ， ax ' ax. ax ' ax. ax' ax ' ) 
+ 
gnp (r:， r二- r.. r:，) ， ( B -7) 
凡
山= - R.... ， (B-8) 
丸
山
= R...， ， (B-9) 
九削. = R，.，. ， (B-10) 
R.削m十 九叫+ R.... = 0 ， (B-11) 
R�μνは時空が曲っているか， 平坦かであるかの判定に使用きれ， 空間のある部分域Q が平盟である
ための必要十分条件は， Qのいたる所で R:μνのすべての成分 が零である。
R�μν から縮約によって2階テンソル; Ricciテンソル Rμν， 更に縮約によってスカラー曲率Rが導
びカミれる。
R:，λ三Rνμ二Rμν三3νr�λ- a， r�， + r:A r'，p - r:A r :， ( B-12) 
R三gμνRμν (B-13) 
ここで、凡こ
を 山 アン
oo nwυ 
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ソルR仰のμとνに対しての対称性がわかる。 Riemann-christoffelの曲率テンソルの共変微分に対
して ， 次のBianchiの恒等式が成立する;
Rιレ，λ十R;叫μ+ R;いレニo ， 
ここで， g植をかけてαとνについて縮約すると，
(R J- ÷ m ) λ _ 0 ， 
ここで， c;三RJ- j どRは， Einsteinの曲率テンソルと呼ばれる。
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General-Relativistic Magnetohydrodynamics 
by Jun-ichi Sakai and Tsutomu Kawata 
The basic equation for General-Relativistic Magnetohydrodynamics is reviewed. 
The two-fluid model equation for Special-Relativistic case is derived. Electrostic and 
electromagnetic waves propagating parallel to the magnetic field are investigated in an 
ultra-relativistic electron-positron plasma. The dispersion relations are given for 
electrostatic plasma wave, Alfven wave and electromagnetic wave. 
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